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Resumen. Un continuo tipo Knaster es un continuo homeomorfo al l´ımite in-
verso de arcos con funciones de ligadura abiertas que no son homeomorfismos.
En este art´ıculo presentamos los modelos geome´tricos de los continuos tipo
Knaster, construidos con una u´nica funcio´n de ligadura.
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Abstract. A Knaster’s type continuum is a continuum homeomorphic to an
inverse limit of arcs with open, non-homeomorphic bounding maps. In this
paper, we present geometric models of Knaster’s type continua with exactly
one bounding map.
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1. Introduccio´n
En 1910, L. E. J. Brouwer construye el primer continuo indescomponible (sin
usar este nombre, el te´rmino indescomponible fue introducido por Stefan Ma-
zurkiewics en 1920) para mostrar una curva del plano que es frontera de dos do-
minios y no se puede escribir como la unio´n de dos de sus subcontinuos propios,
dando respuesta negativa a una pregunta planteada por Arthur Schoenflies.
Usando las ideas presentadas en la construccio´n de Brouwer, Zygmunt Janis-
zewski muestra un continuo indescomponible, diferente al continuo de Brouwer,
aEsta investigacio´n fue´ parcialmente soportada por COLCIENCIAS, proyecto 372, y la Vi-
cerrector´ıa de Investigacio´n y Extensio´n de la Universidad Industrial de Santander, proyecto
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en el art´ıculo “Sur les continus inde´composables” que escribio´ junto a Kazimierz
Kuratowski y fue publicado en 1920. Posteriormente, en 1924, Bronislaw Knas-
ter muestra una manera ma´s simple de describir el continuo de Janiszewski.
Esta descripcio´n es la que usamos hoy en d´ıa y se puede ver en la figura 5.
Muchos an˜os despue´s, en 1971, Kuykendall da condiciones necesarias y sufi-
cientes para que un l´ımite inverso de una sucesio´n inversa de continuos me´tricos
sea indescomponible. Aunque es muy conocido que el l´ımite inverso de arcos
con funcio´n de ligadura f(t) = 1−|2t− 1| es homeomorfo al continuo de Janis-
zewski descrito por Knaster, no conocemos una referencia exacta de este hecho;
digamos que, es un hecho tan conocido que se menciona en art´ıculos y eventos
acade´micos sin hacer mencio´n de ninguna referencia, tal vez, por la simplici-
dad que otorgan las herramientas que tenemos hoy en d´ıa para aceptarlo como
cierto.
De lo anterior, es natural generar continuos que son l´ımite inverso de arcos,
usando cualquier funcio´n de ligadura abierta en lugar de f(t) = 1 − |2t − 1|,
que no sea un homeomorfismo. Estos continuos, son ejemplos de continuos
indescomponibles y son conocidos como continuos tipo Knaster.
Este trabajo esta´ dividido en cinco secciones. En la tercera seccio´n, des-
pue´s de la introduccio´n y los preliminares, se construye como l´ımite inverso
generalizado el producto del conjunto ternario de Cantor por el intervalo, es-
pacio topolo´gico que aunque no es un continuo, sera´ u´til para las siguientes
construcciones. En la seccio´n cuatro, presentamos de manera formal el modelo
geome´trico para el continuo de Janiszewski; es decir, el continuo tipo Knaster
que es inducido con la funcio´n de ligadura f(t) = 1 − |2t − 1|. Finalizaremos
en la quinta seccio´n, mostrando una construccio´n general para cualquier conti-
nuo de este tipo y damos algunos ejemplos puntuales. Los datos histo´ricos que
mostramos en la introduccio´n los tomamos de [2].
2. Preliminares
Un continuo es un espacio me´trico, compacto, conexo y diferente de vac´ıo.
El conjunto de enteros positivos lo denotamos por N. Una funcio´n continua
f : X → Y se dice abierta si f(U) es abierto en Y , para cualquier abierto U de
X .
Sea X un espacio me´trico compacto. El conjunto 2X = {A ⊂ X : A es com-
pacto y no vac´ıo} es llamado hiperespacio de X . Una funcio´n f : X → 2Y se
dice semicontinua superiormente en un punto x ∈ X si y so´lo si para cada
abierto V de Y que contiene a f(x), existe una vecindad abierta U de x en X
tal que si z ∈ U , entonces f(z) ⊂ V . Una sucesio´n inversa generalizada es una
sucesio´n de parejas
{
Xn, f
n+1
n
}
n∈N
tal que Xn es un espacio me´trico compacto
y fn+1n : Xn+1 → 2
Xn es una funcio´n semicontinua superiormente, para cada
n ∈ N. A las funciones fn+1n las llamaremos funciones de ligadura. El l´ımite
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inverso generalizado lo definimos por:
l´ım
←−
{
Xn, f
n+1
n
}
=
{
(xn)n∈N ∈
∏
n∈N
Xn : xn ∈ f
n+1
n (xn+1) para cada n ∈ N
}
.
Sabemos que l´ım
←−
{
Xn, f
n+1
n
}
es un espacio me´trico compacto y diferente
de vac´ıo por [1, teorema 3]. Para mayor informacio´n acerca de l´ımites inversos
generalizados ver [1]. Si fn+1n : Xn+1 → Xn es una funcio´n continua, entonces la
sucesio´n de parejas
{
Xn, f
n+1
n
}
n∈N
es lo que tradicionalmente conocemos como
sucesio´n inversa y l´ım←−
{
Xn, f
n+1
n
}
es el espacio l´ımite inverso. Si Xn = X y
fn+1n = f para todo n ∈ N, entonces la sucesio´n inversa la denotaremos por
{X, f} y su l´ımite inverso (generalizado) por l´ım←−{X, f}.
Definicio´n 1. Un continuo Z lo llamaremos continuo tipo Knaster, si existe
una funcio´n abierta f : [0, 1] → [0, 1] tal que f no es un homeomorfismo y
Z = l´ım←−
{
[0, 1], f
}
.
Un continuo tipo Knaster tiene las siguientes propiedades:
• Es indescomponible y por tanto irreducible; es decir, no se puede escribir
como la unio´n de dos de sus subcontinuos propios.
• Es encadenable plano: se puede encajar en el plano y cubrir con cadenas
de discos tan pequen˜os como se quiera.
• Es hereditariamente unicoherente: cualquier subcontinuo es unicoherente
pues, la interseccio´n no vac´ıa de dos subcontinuos es otro continuo.
• Tiene dimensio´n 1.
• Es arco-continuo: todo subcontinuo propio y no degenerado es un arco.
En general, los continuos tipo Knaster han servido como ejemplo y motivacio´n
de muchas investigaciones en topolog´ıa desde la aparicio´n del primer continuo
con estas caracter´ısticas a principios del siglo XX.
Sean f, g : X → Y funciones continuas. Diremos que f y g son equiva-
lentes si existen homeomorfismos h1 y h2 tales que h2 ◦ f = g ◦ h1. En [5,
(1.3), pa´g.184], se muestra que si f : [0, 1] → [0, 1] es una funcio´n abierta,
entonces existen 0 = c0 < c1 < · · · < cn−1 < cn = 1 tales que f |[ci,ci+1] :
[ci, ci+1] → [0, 1] es un homeomorfismo, para cada i ∈ {0, . . . , n − 1}. De es-
to, se sigue que cualquier funcio´n abierta es equivalente a una funcio´n Tn,
donde la gra´fica de Tn es la unio´n de n segmentos de recta que une los pun-
tos (0, 0), (1/n, 1), . . . ,
(
(n − 1)/n, 0
)
, (1, 1) si n es impar o une los puntos
(0, 0), (1/n, 1), . . . ,
(
(n − 1)/n, 1
)
, (1, 0) si n es par. Esto lo explicaremos con
detalle ma´s adelante.
Cada continuo tipo Knaster lo denotaremos por Kn para algu´n entero po-
sitivo n, donde Kn = l´ım←−
{
[0, 1], Tn
}
.
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3. {0, 1}N × [0, 1] como l´ımite inverso
En lo que sigue usaremos el sistema de numeracio´n binaria. Esto es, cada
t ∈ [0, 1] lo representaremos (no necesariamente de manera u´nica) como t =
0.a1a2a3 · · · , donde an ∈ {0, 1} para cada n ∈ N. Escribiremos 0.a1b para
expresar que b se repite infinitamente, es decir, 0.a1b = 0.a1bbbb · · · .
Sea g : [0, 1]→ 2[0,1] la funcio´n multivaluada definida de la siguiente forma:
g(t) =


10t, si t ∈ [0, 0.1);
{0, 1}, si t = 0.1;
10t− 1, si t ∈ (0.1, 1].
(1)
Esta funcio´n se puede escribir simplemente como
g(t) = 0.a2a3a4 · · · , donde t = 0.a1a2a3 · · ·
Esta funcio´n tiene dos ima´genes u´nicamente si t = 0.1 = 0.011 que son: g(0.1) =
0 y g(0.011) = 0.11 = 1, como en (1).
Es fa´cil ver que g es semicontinua superiormente. Sea
{
[0, 1], g
}
una sucesio´n
inversa. Entonces l´ım←−
{
[0, 1], g
}
es un espacio me´trico compacto y diferente de
vac´ıo, por [1, teorema 3].
De la definicio´n de l´ımite inverso y (1) se puede deducir fa´cilmente la si-
guiente observacio´n.
Observacio´n 2. Una sucesio´n (xn)n∈N ∈ l´ım←−
{
[0, 1], g
}
si y so´lo si existe
una sucesio´n (rn)n∈N ∈ {0, 1}
N tal que, si x1 = 0.a1a2 · · · , entonces xn =
0.rn−1 · · · r1a1a2 · · · , para cada n ≥ 2.
La observacio´n anterior incita de manera natural una funcio´n ϕ : {0, 1}N×
[0, 1]→ l´ım←−
{
[0, 1], g
}
. Sea t = 0.a1a2 · · · un punto en [0, 1] y (rn)n∈N ∈ {0, 1}
N.
Definamos ϕ por
ϕ
(
(rn)n∈N, t
)
= (xn)n∈N, donde
x1 = 0.a1a2 · · · ,
xn = 0.rn−1 · · · r1a1a2 · · · .
(2)
Note que ϕ esta´ bien definida.
Proposicio´n 3. Sea ϕ : {0, 1}N × [0, 1] → l´ım←−
{
[0, 1], g
}
la funcio´n definida
en (2). Entonces ϕ es un homeomorfismo.
Demostracio´n. Probemos que ϕ es una funcio´n continua. Sea U = pi−1j (U)∩
l´ım←−
{
[0, 1], g
}
un abierto en l´ım←−
{
[0, 1], g
}
, donde U es un abierto en [0, 1] y
j ∈ N. Sea
(
(rn)n∈N, t
)
∈ ϕ−1(U). Supongamos que t = 0.a1a2a3 · · · . Por la
definicio´n dada en (2), sabemos que si ϕ
(
(rn)n∈N, t
)
= (xn)n∈N, entonces x1 = t
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y xn = rn−1 · · · r1a1a2 · · · , para cada n ≥ 2. Adema´s, como (xn)n∈N ∈ U ,
xj = 0.rj−1 · · · r1a1a2 · · · ∈ U .
Tomando los j − 1 primeros te´rminos de la sucesio´n (rn)n∈N, definamos
f : [0, 1]→ [0, 1] por
f(0.b1b2b3 · · · ) = 0.rj−1 · · · r1b1b2 · · · , (3)
para cualquier 0.b1b2b3 · · · ∈ [0, 1]. Es fa´cil ver que f es una funcio´n continua.
As´ı, si t ∈ f−1(U), donde U es el abierto que usamos en la definicio´n de U ,
existe un abierto W en [0, 1] tal que t ∈W y f(W ) ⊂ U .
Sea W =
(∏
n∈N Vn
)
×W abierto en {0, 1}N× [0, 1], donde Vn = {rn} para
n ∈ {1, . . . , j − 1} y Vn = {0, 1} si n ≥ j. Note que
(
(rn)n∈N, t
)
∈ W . Adema´s,
observe que si
(
(sn)n∈N, l
)
∈ W , entonces pij
(
ϕ
(
(sn)n∈N, l
))
= f(t) ∈ U . As´ı,
ϕ(W) ⊂ U y ϕ es continua.
Mostremos ahora que ϕ es inyectiva. Sean
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
pun-
tos en {0, 1}N × [0, 1] tales que ϕ
(
(rn)n∈N, t
)
= ϕ
(
(sn)n∈N, l
)
= (xn)n∈N.
Sabemos por (2), que t = l = x1. Sea x1 = 0.a1a1a3 · · · . Supongamos
que ri = si para cada i ∈ {1, . . . , k − 1}. Entonces xk+1 =
0.rkrk−1 · · · r1a1a2 · · · = 0.sksk−1 · · · s1a1a2 · · · , que reemplazando, tenemos
que xk+1 = 0.rkrk−1 · · · r1a1a2 · · · = 0.skrk−1 · · · r1a1a2 · · · . De lo anterior,
fa´cilmente se sigue que rk = sk. As´ı,
(
(rn)n∈N, t
)
=
(
(sn)n∈N, l
)
y ϕ es inyecti-
va.
Por otra parte, si (xn)n∈N ∈ l´ım←−
{
[0, 1], g
}
, entonces sabemos que x1 =
0.b1b2b3 · · · y xn = rn−1 · · · r1b1b2 · · · para algunos r1, r2, . . . , rn−1 en {0, 1} y
cada n ≥ 2, por la observacio´n 2. Luego, tomando
(
(rn)n∈N, x1
)
∈ {0, 1}N×[0, 1]
podemos verificar que ϕ
(
(rn)n∈N, x1
)
= (xn)n∈N con lo que podemos concluir
que ϕ es sobreyectiva.
Vimos que ϕ es una biyeccio´n continua y adema´s, como ϕ esta´ definida entre
espacios me´tricos compactos, ϕ es cerrada y por tanto, ϕ es un homeomorfismo,
por [5, (1.4), pa´g.25]. X
Es bien conocido que el espacio de Cantor es homeomorfo al espacio produc-
to {0, 1}N. As´ı, por la proposicio´n 3, el l´ımite inverso l´ım←−
{
[0, 1], g
}
lo podemos
representar como mostramos en la figura 1.
b b b bb b b b b b b b b b b b
0
1
{0, 1}N
Figura 1. {0, 1}N × [0, 1].
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4. Continuo generado por la funcio´n tienda
La funcio´n abierta ma´s sencilla definida en el intervalo cerrado [0, 1] que no es
un homeomorfismo, es la funcio´n cuya gra´fica es la unio´n de dos segmentos de
recta, uno que une los puntos (0, 0) y (1/2, 1) y, otro segmento que une (1/2, 1)
con (1, 0). Esta funcio´n es conocida como la funcio´n tienda. En esta seccio´n
describimos el modelo geome´trico del continuo tipo Knaster que es generado
con la funcio´n tienda.
Sea T : [0, 1]→ [0, 1] la funcio´n definida en sistema binario por:
T (t) =
{
10t, si t ∈ [0, 0.1];
10− 10t, si t ∈ [0.1, 1].
La funcio´n T es conocida como la funcio´n tienda. Sea t = 0.a1a2a3 · · · . Si
t ∈ [0, 0.1], entonces t lo podemos representar de la forma t = 0.a1a2a3 · · · ,
donde a1 = 0. As´ı, 10t = a1.a2a3 · · · = 0.a2a3 · · · . Por otra parte, si t ∈ [0.1, 1],
entonces representamos t = 0.a1a2a3 · · · , donde a1 = 1. Luego, 10 − 10t =
10−a1.a2a3 · · · = 10−1.a2a3 · · · = 0.(1−a2)(1−a3) · · · De lo anterior, podemos
escribir la funcio´n tienda de la siguiente manera
T (t) =
{
0.a2a3 · · · , si t = 0.0a2a3 · · · ;
0.(1− a2)(1− a3) · · · , si t = 0.1a2a3 · · · .
(4)
Sea K2 = l´ım←−
{
[0, 1], T
}
. El continuo K2 es el primer ejemplo de un continuo
tipo Knaster y lo describimos geome´tricamente en esta seccio´n.
Definicio´n 4. Sean (rn)n∈N ∈ {0, 1}
N y t = 0.a1a2a3 · · · en [0, 1]. Definamos
φ : {0, 1}N × [0, 1] → K2 por φ
(
(rn)n∈N, t
)
= (zn)n∈N inductivamente de la
siguiente manera:
(1) z1 = t = 0.a1a2a3 · · · ;
(2) Si zk = 0.b1b2b3 · · · , entonces
zk+1 =
{
0.0b1b2b3 · · · , si rk = 0;
0.1(1− b1)(1 − b2)(1− b3) · · · , si rk = 1.
De la definicio´n de T que dimos en (4), es fa´cil ver que T (zk+1) = zk para
cada k ∈ N. As´ı, (zn)n∈N ∈ K2 y φ esta´ bien definida.
Proposicio´n 5. Sea φ : {0, 1}N×[0, 1]→ K2 la funcio´n dada en la definicio´n 4.
Entonces φ es una funcio´n continua y sobreyectiva.
Volumen 47, Nu´mero 1, An˜o 2013
CONTINUOS TIPO KNASTER Y SUS MODELOS GEOME´TRICOS 73
Demostracio´n. Sea U = pi−1k (U) ∩ K2 abierto de K2, donde U es abierto en
[0, 1] y k ∈ N. Sea
(
(rn)n∈N, t
)
∈ {0, 1}N × [0, 1] tal que φ
(
(rn)n∈N, t
)
∈ U . Sea
grj : [0, 1] → [0, 1] definida por grj (0.b1b2b3 · · · ) = 0.0b1b2b3 · · · , si rj = 0,
o´ grj (0.b1b2b3 · · · ) = 0.1(1 − b1)(1 − b2)(1 − b3) · · · , si rj = 1, para cual-
quier 0.b1b2b3 · · · ∈ [0, 1]. Note que fijando cualquier te´rmino rj de la sucesio´n
(rn)n∈N, grj es una funcio´n continua. Sea g = grk−1 ◦ · · · ◦ gr1 una funcio´n con-
tinua. Como g(t) ∈ U existe un abierto W de [0, 1] tal que t ∈W y g(W ) ⊂ U .
Sea W =
(∏
n∈N Vn
)
×W abierto en {0, 1}N× [0, 1], donde Vn = {rn} para
n ∈ {1, . . . , k − 1} y Vn = {0, 1} si n ≥ k. As´ı,
(
(rn)n∈N, t
)
∈ W y, como
pik
(
φ(W)
)
= f(W ) ⊂ U , tenemos que φ(W) ⊂ U . Por tanto, φ es continua.
Finalmente, mostremos que φ es sobreyectiva. Sean (wn)n∈N ∈ K2 y t =
w1. Para cada n ∈ N, definimos rn = 0, si wn+1 = 0.0d1d2 · · · , y rn = 1 si
wn+1 = 0.1e1e2 · · · , para algunos di, ej ∈ {0, 1}. Observe que hay dos posibles
formas de escoger rn si wn+1 = 0.1. En cualquier caso, tenemos una sucesio´n
(rn)n∈N ∈ {0, 1}
N tal que φ
(
(rn)n∈N, t
)
= (wn)n∈N. Por consiguiente, φ es
sobreyectiva. X
Como φ es una funcio´n definida entre espacios me´tricos compactos, φ es una
funcio´n cociente. De esta forma el conjunto
{
φ−1
(
(zn)n∈N
)
: (zn)n∈N ∈ K2
}
es
una descomposicio´n de {0, 1}N× [0, 1] donde el espacio cociente es homeomorfo
a K2, por [4, teorema 3.21].
Lema 6. Sean
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
puntos de {0, 1}N × [0, 1] tales que
φ
(
(rn)n∈N, t
)
= φ
(
(sn)n∈N, l
)
= (zn)n∈N. Si rm 6= sm para algu´n m ≥ 2,
entonces zm+1 = 0.1 = 0.011, zm = 0.11 = 1 y zi = 0.00 para cada i ∈
{1, . . . ,m− 1}.
Demostracio´n. Sea zm = 0.b1b2b3 · · · . Supongamos que rm = 0 y sm = 1.
Por la definicio´n 4, tenemos que zm+1 = 0.0b1b2b3 · · · para rm = 0 y zm+1 =
0.1(1−b1)(1−b2)(1−b3) · · · para sm = 1. As´ı, es fa´cil ver que bi = 1 para cada
i ∈ N y zm+1 = 0.011 = 0.1. Como (zn)n∈N ∈ K2, zm = T (zm+1) = 0.11 = 1 y
zi = 0.00 para i ∈ {1, . . . ,m− 1}. X
A continuacio´n describimos la relacio´n de equivalencia inducida por la fun-
cio´n φ en el espacio {0, 1}N × [0, 1].
Teorema 7. Sea φ : {0, 1}N × [0, 1] → K2 la funcio´n dada como en la de-
finicio´n 4. Entonces dos puntos
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
en {0, 1}N × [0, 1]
tienen la misma imagen bajo φ si y so´lo si se satisface alguna de las siguientes
afirmaciones:
(1)
(
(rn)n∈N, t
)
=
(
(sn)n∈N, l
)
,
(2) t = l = 1, r1 6= s1 y ri = si para cada i ≥ 2,
Revista Colombiana de Matema´ticas
74 JAVIER CAMARGO & RAFAEL ISAACS
(3) t = l = 0, r1 = s1 = 1, r2 6= s2 y ri = si para cada i ≥ 3,
(4) t = l = 0, existe m ≥ 3 tal que rm 6= sm, rm−1 = sm−1 = 1, ri = si = 0,
para i ∈ {1, . . . ,m− 2}, y ri = si para cualquier i ≥ m+ 1.
Demostracio´n. Es fa´cil verificar que si
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
son puntos
en {0, 1}N× [0, 1] que satisfacen cualquiera de las cuatro afirmaciones dadas en
el enunciado del teorema, entonces φ
(
(rn)n∈N, t
)
= φ
(
(sn)n∈N, l
)
.
Supongamos ahora que
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
son puntos en {0, 1}N ×
[0, 1] tales que φ
(
(rn)n∈N, t
)
= φ
(
(sn)n∈N, l
)
= (zn)n∈N. Si
(
(rn)n∈N, t
)
=(
(sn)n∈N, l
)
se satisface (1), luego supongamos que
(
(rn)n∈N, t
)
6=
(
(sn)n∈N, l
)
.
Sabemos, de la definicio´n 4, que t = l = z1. Adema´s, notemos que, por el
lema 6, podemos asegurar que existe un u´nico m ∈ N tal que rm 6= sm.
Tomemos r1 6= s1. Por la definicio´n 4 y el argumento que usamos en la
prueba del lema 6, podemos decir que z2 = 0.1 = 0.011 y por tanto z1 = t =
l = 1, con lo que tenemos (2).
Ahora miremos que sucede si r2 6= s2. Entonces z3 = 0.1 = 0.011, z2 =
0.11 = 1 y z1 = t = l = 0.00. Como t = 0.00, de la definicio´n 4, z2 = 0.000, si
r1 = s1 = 0, y z2 = 0.11, si r1 = s1 = 1. De lo anterior, la u´nica posibilidad es
que r1 = s1 = 1 y tenemos (3).
Finalmente, supongamos que rm 6= sm para algu´n m ≥ 3. Sabemos que
zm+1 = 0.1 = 0.011, zm = 0.11 = 1 y zi = 0.00 para cada i ∈ {1, . . . ,m− 1},
por el lema 6. As´ı, t = l = 0.00 = 0. Veamos ahora que ri = si = 0, para
i ∈ {1, . . . ,m − 2}. Supongamos que rk = 1 para algu´n k ∈ {1, . . . ,m − 2} y
rj = 0, para j < k. Entonces, zk+1 = 0.11 = 1 y, por tanto, zk+2 = 0.1 = 0.011.
Como (zn)n∈N ∈ K2, podemos ver que zj 6= 1 para cada j ≥ k + 2. Note que
k ∈ {1, . . . ,m− 2} y k + 2 ≤ m, pero esto contradice que zm = 1. Con lo que
concluimos que ri = si = 0, para i ∈ {1, . . . ,m − 2} y tenemos la prueba de
(4). X
Es bien conocido que el espacio de Cantor en el intervalo cerrado [0, 1]
esta´ formado por los puntos que, en base 3, se pueden escribir u´nicamente con
0’s y 2’s. Esto es, cada t en el espacio de Cantor, lo podemos escribir como
t = 0.a1a2a3 · · · , donde ai ∈ {0, 2}, para todo i ∈ N. De esta forma, cada punto
de la forma 0.0a2a3 · · · esta´ en [0, 1/3] y cada punto 0.2a2a3 · · · en [2/3, 1]. A su
vez, 0.00a3 · · · esta´ en [0, 1/9], 0.02a3 · · · en [2/9, 1/3], 0.20a3 · · · en [2/3, 7/9]
y 0.22a3 · · · esta´ en el intervalo cerrado [8/9, 1].
Si reemplazemos 2 por 1 y vemos la representacio´n 0.a1a2a3 · · · como una
sucesio´n (a1, a2, a3, . . .), podemos representar los puntos del espacio de Cantor
como mostramos en la figura 2.
Con lo anterior, podemos identificar que la relacio´n dada en el numeral (2)
del teorema 7 se hace sobre puntos en {0, 1}N × {1} como mostramos es la
figura 3.
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b b b bb b b b b b b b b b b bb b b b b b b b b b b b b b b b C
(0, . . .) (1, 0, . . .) (1, 1, . . .)
(1, . . .)
(0, 1, 1, . . .) (1, 1, 0, . . .)(0, 0, . . .)
Figura 2. Representacio´n del espacio de Cantor
0
1
(0, r2, r3, . . .) (1, r2, r3, . . .)
Figura 3.
(
(0, r2, r3, . . .), 1
)
∼
(
(1, r2, r3, . . .), 1
)
.
De manera similar, la relacio´n que presentamos en el teorema 7(3), la mos-
tramos en la figura 4. Observe que esta relacio´n se hace en la segunda mitad
del conjunto {0, 1}N × {0}.
0
1
(1, 0, r3, . . .) (1, 1, r3, . . .)
Figura 4.
(
(1, 0, r3, . . .), 0
)
∼
(
(1, 1, r3, . . .), 0
)
.
Continuando, con la relacio´n descrita en el numeral (4) del teorema 7, para
cada m ≥ 3, podemos ver que el espacio cociente, el cua´l es homeomorfo a
K2, es el que mostramos en la figura 5 (para una descripcio´n detallada de este
espacio ver [3, Fig.4, pa´g.205]).
5. Modelos de continuos tipo Knaster
En esta seccio´n, describiremos geome´tricamente cualquier continuo tipo Knas-
ter, basados en las construcciones que usamos en la seccio´n anterior.
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Figura 5. Un modelo geome´trico de K2.
Sea Tn : [0, 1]→ [0, 1] una funcio´n continua y abierta. Por [5, (1.3), pa´g.184],
podemos suponer que la gra´fica de Tn es la unio´n de n segmentos de recta, que
unen sucesivamente los puntos (0, 0), (1/n, 1), (2/n, 0), . . . , (1, 0), si n es par, o
(0, 0), (1/n, 1), (2/n, 0), . . . , (1, 1), si n es impar.
Sea t ∈ [0, 1]. En adelante, supondremos que t = 0.a1a2a3 · · · donde ai ∈
{0, · · · , n− 1}, para cada i ∈ N; es decir, t lo representaremos en base n.
Definamos h : [0, 1] → 2[0,1] la funcio´n multivaluada definida por
h(0.a1a2a3 · · · ) = 0.a2a3a4 · · · . Es fa´cil ver que h es semicontinua superior-
mente y por tanto l´ım←−
{
[0, 1], h
}
es un espacio me´trico compacto y diferente
del vac´ıo, por [1, teorema 3]. Mas au´n, en la prueba de la proposicio´n 3, po-
demos simplemente cambiar el conjunto {0, 1} por {0, . . . , n − 1} y obtene-
mos que la funcio´n definida en (2), es en realidad un homeomorfismo entre
{0, . . . , n−1}N× [0, 1] y l´ım←−
{
[0, 1], h
}
. As´ı, es inmediata la prueba del siguiente
teorema.
Teorema 8. Sea Σ = {0, 1, . . . , n−1}, (rn)n∈N ∈ Σ
N y t = 0.a1a2a3 · · · ∈ [0, 1].
Entonces la funcio´n ϕ : ΣN × [0, 1]→ l´ım
←−
{[0, 1], h} definida por
ϕ
(
(rn)n∈N, t
)
= (xn)n∈N, donde
x1 = 0.a1a2 · · · , y
xn = 0.rn−1 · · · r1a1a2 · · · ,
es un homeomorfismo.
De lo anterior, representamos el espacio l´ım←−{[0, 1], h} como mostramos en
la figura 6.
A continuacio´n, definiremos formalmente la funcio´n Tn : [0, 1] → [0, 1],
usando la numeracio´n en base n.
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b b bbb b bb b bb b
(0, r2, r3, . . .) (1, r2, r3, . . .) (n − 1, r2, r3, . . .)
(0, 1, r3, . . .) (1, n − 1, r3, . . .) (n − 1, 0, 0, r4 . . .)
Figura 6. ΣN × [0, 1].
Definicio´n 9. Sea t = 0.a1a2a3 . . ., donde ai ∈ Σ, para cada i ∈ N. Entonces
Tn : [0, 1]→ [0, 1] lo definimos por:
Tn(t) =
{
0.a2a3 · · · , si t = 0.a1a2a3 · · · , y a1 es par;
0.(n− 1− a2)(n− 1− a3) · · · , si t = 0.a1a2a3 · · · , y a1 es impar.
Es fa´cil verificar que Tn
(
0.in− 1
)
= Tn
(
0.i + 10
)
, para cada i ∈
{0, . . . , n − 2}, de lo que podemos concluir que Tn es una funcio´n continua.
Definimos Kn = l´ım←−
{
[0, 1], Tn
}
. Ahora, tomando la misma idea que mostramos
en la definicio´n 4, tenemos la siguiente descripcio´n natural:
Definicio´n 10. Sean (rn)n∈N ∈ Σ
N y t = 0.a1a2a3 · · · en [0, 1]. Definamos
ξ : ΣN× [0, 1]→ Kn por ξ
(
(rn)n∈N, t
)
= (zn)n∈N inductivamente de la siguiente
manera:
(1) z1 = t = 0.a1a2a3 · · · ;
(2) Si zk = 0.b1b2b3 · · · , entonces
zk+1 =
{
0.rkb1b2b3 · · · , si rk es par;
0.rk(n− 1− b1)(n− 1− b2)(n− 1− b3) · · · , si rk es impar.
De la definicio´n 9, es fa´cil ver que Tn(zk+1) = zk, para todo k ∈ N; es
decir, (zn)n∈N ∈ Σn y la funcio´n ξ esta´ bien definida. Reescribiendo la prueba
de la proposicio´n 5 para nuestro conjunto Σ, podemos concluir que ξ es con-
tinua y sobreyectiva. Luego so´lo nos resta describir la relacio´n de equivalencia
que induce la funcio´n ξ sobre el conjunto ΣN × [0, 1] para obtener el modelo
geome´trico de Kn.
Sean
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
puntos en ΣN×[0, 1] tales que ξ
(
(rn)n∈N, t
)
=
ξ
(
(sn)n∈N, l
)
= (zn)n∈N. Claramente, t = l = z1. Sea z1 = 0.a1a2a3 · · · , donde
ai ∈ Σ para todo i ∈ N. Supongamos que existe un k ∈ N tal que rk 6= sk.
Sea zk = 0.b1b2b3 · · · . Si rk y sk son pares, entonces zk+1 = 0.rkb1b2 · · · =
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0.skb1b2 · · · . Pero esto claramente contradice que rk 6= sk. De la misma ma-
nera tenemos una contradiccio´n si rk y sk son impares. Supongamos ahora
que rk es par y sk impar. Entonces, por la definicio´n 10, zk+1 = 0.rkb1b2 · · · =
0.sk(n−1−b1)(n−1−b2) · · · . Tenemos dos posibles soluciones de esta igualdad:
(1) bi = 0, para cada i ∈ N, y rk = sk + 1. Esto es, rk y sk son consecutivos
y el mayor debe ser par.
(2) bi = n−1, para cada i ∈ N, y rk = sk−1. Esto es, rk y sk son consecutivos
y el mayor debe ser impar.
Antes de dar la descripcio´n de la relacio´n enunciaremos un lema que nos
ayudara´ a tener una idea previa de este cociente.
Lema 11. Sean
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
puntos en ΣN × [0, 1] tales que
ξ
(
(rn)n∈N, t
)
= ξ
(
(sn)n∈N, l
)
= (zn)n∈N. Entonces:
(1) Si rk 6= sk para alguna k, entonces ri ∈ {0, n− 1}, para todo i < k;
(2) Si rk 6= sk para alguna k, entonces ri = si para todo i 6= k.
Demostracio´n. Supongamos que rk 6= sk, para algu´n k. Entonces, por el
ana´lisis hecho previamente al enunciado de este lema, rk y sk deben ser conse-
cutivos y adema´s, bi = 0 o´ bi = n−1, para todo i ∈ N, donde zk = 0.b1b2b3 · · · .
Supongamos que ri /∈ {0, n− 1} para algu´n i ∈ {1, . . . , k − 1}. Entonces zi+1
no puede ser 0 = 0.0 ni 1 = 0.n− 1 (ver definicio´n 10). Como (zn)n∈N ∈ Kn; es
decir, Tn(zi+1) = zi, tenemos que zi+1 no puede ser tampoco 0 ni 1, e induc-
tivamente tenemos que zj no puede ser 0 ni 1, para ninguna j ≥ i + 1, por la
definicio´n 9. Pero esto contradice que zk = 0.b1b2b3 · · · , donde k ≥ i y bi = 0
o´ bi = n− 1, para todo i ∈ N. As´ı, ri ∈ {0, n− 1}, para todo i < k.
Para probar la segunda parte. Supongamos de nuevo que rk 6= sk, para
alguna k. Notemos que rk y sk son consecutivos; tomemos rk par y sk impar.
Como zk+1 = 0.rkb1b2 · · · = 0.sk(n−1−b1)(n−1−b2) · · · , tenemos que alguno
de los dos, rk o sk, no puede estar en {0, n− 1}. As´ı, zk+1 es diferente a 0 y 1,
por la definicio´n 9, y zj no puede ser 0 ni 1 para ninguna j ≥ k+1, con lo que
nuestra afirmacio´n se sigue de la primera parte. X
Para hacer una descripcio´n detallada de la relacio´n de equivalencia que la
funcio´n ξ induce sobre ΣN× [0, 1], debemos hacer una diferencia si n, el cardinal
de Σ, es par o impar. Las dos demostraciones son esencialmente la misma, luego,
mostraremos u´nicamente una prueba del caso cuando n es impar.
Teorema 12. Sea ξ : ΣN×[0, 1]→ Kn la funcio´n dada como en la definicio´n 10,
donde n es impar. Entonces dos puntos
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
en ΣN× [0, 1]
tienen la misma imagen bajo φ si y so´lo si se satisface alguna de las siguientes
afirmaciones:
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(1)
(
(rn)n∈N, t
)
=
(
(sn)n∈N, l
)
;
(2) t = s = 1 = 0.n− 1, existe k ∈ N tal que rk es par, rk = sk − 1,
ri = si = n − 1, para cada i ∈ {1, . . . , n − 1}, y ri = si para cada
i ≥ k + 1;
(3) t = s = 0.0, existe k ∈ N tal que rk es par, rk = sk + 1, ri = si = 0, para
cada i ∈ {1, . . . , n− 1}, y ri = si para cada i ≥ k + 1.
Demostracio´n. Sean
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
en ΣN × [0, 1]. Es fa´cil ver
que si los puntos satisfacen alguna de las afirmaciones (1), (2) o (3), entonces
ξ
(
(rn)n∈N, t
)
= ξ
(
(sn)n∈N, l
)
.
Supongamos que ξ
(
(rn)n∈N, t
)
= ξ
(
(sn)n∈N, l
)
= (zn)n∈N. Por la defini-
cio´n 10, sabemos que z1 = t = l. Adema´s, por el lema 11, si
(
(rn)n∈N, t
)
6=(
(sn)n∈N, l
)
, entonces existe un u´nico k ∈ N tal que rk 6= sk.
Supongamos, sin pe´rdida de generalidad, que rk < sk y rk par. Como rk y
sk deben ser consecutivos, tenemos que rk = sk − 1. Por la definicio´n 10 de ξ,
sabemos que zn+1 = 0.rkb1b2b3 · · · = 0.sk(n−1− b1)(n−1− b2)(n−1− b3) · · · ,
de lo que se sigue que bi = n− 1, para cada i ∈ N. Pero, como n es impar, no
es dif´ıcil ver que t = 0.n− 1 y ri = n − 1, para i ∈ {1, . . . , n − 1}, con lo que
tenemos la condicio´n (2).
De manera similar se obtiene la afirmacio´n (3) cuando sk < rk y rk es par.
De esta manera descartamos todas las posibilidades y tenemos la prueba de
nuestro teorema. X
A continuacio´n en la figura 7, mostramos de acuerdo al teorema 12, la
representacio´n geome´trica de los continuos tipo Knaster K3 y K5.
Figura 7. K3 y K5, respectivamente.
Finalizaremos nuestro art´ıculo enunciando un teorema cuya demostracio´n
es muy similar a lo que hemos desarrollado en el teorema 12, donde describimos
la relacio´n de equivalencia sobre ΣN× [0, 1] para obtener un modelo geome´trico
de Kn, cuando n es par.
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Teorema 13. Sea ξ : ΣN × [0, 1]→ Kn la funcio´n dada como en la definicio´n
10, donde n es par. Entonces dos puntos
(
(rn)n∈N, t
)
y
(
(sn)n∈N, l
)
en ΣN×[0, 1]
tienen la misma imagen bajo φ si y so´lo si se satisface alguna de las siguientes
afirmaciones:
(1)
(
(rn)n∈N, t
)
=
(
(sn)n∈N, l
)
;
(2) t = s = 1 = 0.n− 1, r1 par, r1 = s1 − 1 y ri = si, para cada i ≥ 2;
(3) t = s = 0.0, existe k ≥ 2 tal que rk es par, rk = sk − 1, rk−1 = sk−1 =
n − 1, ri = si = 0, para cada i ∈ {1, . . . , n − 2}, y ri = si para cada
i ≥ k + 1;
(4) t = s = 0.0, existe k ∈ N tal que rk es par, rk = sk + 1, ri = si = 0, para
cada i ∈ {1, . . . , n− 1}, y ri = si para cada i ≥ k + 1.
Usando el teorema 13, mostramos en la figura 8 el modelo del continuo tipo
Knaster K4.
Figura 8. K4.
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